
В пирамиде 𝑆𝐴𝐵𝐶 известны длины ребер 𝐴𝐵 = 𝐴𝐶 = √31,  𝑆𝐴 = 𝐵𝐶 = 2√7,  

𝑆𝐵 = 𝑆𝐶 = √15. 

а) Докажите, что прямая SA перпендикулярна прямой BC. 

б) Найдите угол между прямой SA и плоскостью BSC. 

(Математика. Подготовка к ЕГЭ, под ред. Ф. Ф. Лысенко, С. Ю. Кулабухов) 

Решение. 

Введем прямоугольную декартову систему координат с 

началом в точке 𝑨 (𝟎; 𝟎; 𝟎), как показано на рисунке. 

Тогда 𝑪 (𝟎; √𝟑𝟏; 𝟎) 

Вычислим координаты точки B. 

Из равнобедренного треугольника 𝐴𝐵𝐶 (т.к. 𝐴𝐵 = 𝐴𝐶 

по условию):  

Так как, с одной стороны 𝑆𝐴𝐵𝐶 =
1

2
𝐵𝐻 ∙ 𝐶𝐴, а с другой - 

𝑆𝐴𝐵𝐶 =
1

2
𝐴𝐾 ∙ 𝐵𝐶, получаем 𝐵𝐻 ∙ 𝐶𝐴 = 𝐴𝐾 ∙ 𝐵𝐶,  

𝐵𝐻 =
𝐴𝐾 ∙ 𝐵𝐶

𝐶𝐴
. 

𝐴𝐾2 = 𝐴𝐵2 − 𝐵𝐾2 – по теореме Пифагора,  𝐴𝐾 = √31 − 7 = √24 = 2√6. 

𝐵𝐻 =
2√6 ∙ 2√7

√31
=

4√42

√31
 

𝐴𝐻2 = 𝐴𝐵2 − 𝐵𝐻2 – по теореме Пифагора, 𝐴𝐻 = √31 −
16∙42

31
=

17

√31
. 

Следовательно, 𝑩 (
𝟒√𝟒𝟐

√𝟑𝟏
;

𝟏𝟕

√𝟑𝟏
; 𝟎) 

Вычислим координаты точки C.  

Из равнобедренного треугольника 𝑆𝐵𝐶 (т.к. 𝑆𝐵 = 𝑆𝐶 по условию):  𝑆𝐾2 = 𝑆𝐵2 − 𝐵𝐾2   

– по теореме Пифагора, 𝑆𝐾 = √15 − 7 = 2√2. 

Из треугольника 𝐴𝑆𝐾:  

𝐴𝑆2 = 𝐴𝐾2 + 𝑆𝐾2 − 2𝐴𝐾 ∙ 𝑆𝐾 ∙ 𝑐𝑜𝑠𝐾 – по теореме косинусов. 

4 ∙ 7 = 4 ∙ 6 + 4 ∙ 2 − 2 ∙ 2√6 ∙ 2√2 ∙ 𝑐𝑜𝑠𝐾 

7 = 8 − 4√3 ∙ 𝑐𝑜𝑠𝐾 

𝑐𝑜𝑠𝐾 =
1

4√3
; 𝑠𝑖𝑛𝐾 =

√47

4√3
 - из основного тригонометрического 
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Так как, с одной стороны 𝑆𝐴𝑆𝐾 =
1

2
∙ 𝐴𝐾 ∙ 𝑆𝐾 ∙ 𝑠𝑖𝑛𝐾, а с другой - 𝑆𝐴𝑆𝐾 =

1

2
∙ 𝐴𝐾 ∙ 𝑆𝑀, 

получаем 𝑆𝑀 = 𝑆𝐾 ∙ 𝑠𝑖𝑛𝐾,  

𝑆𝑀 =
2√2 ∙ √47

4√3
= √

47

6
. 

Из прямоугольного треугольника 𝐴𝑀𝑆, ∠𝑀 = 900:  

 𝐴𝑀2 = 𝑆𝐴2 − 𝑆𝑀2   – по теореме Пифагора, 

𝐴𝑀 = √28 −
47

6
=

11

√6
. 

Из прямоугольного треугольника 𝐴𝐾𝐶, ∠𝐾 = 900: 

𝑠𝑖𝑛 𝐾𝐴𝐶 =
𝐾𝐶

𝐴𝐶
=

√7

√31
;   𝑐𝑜𝑠 𝐾𝐴𝐶 =

𝐴𝐾

𝐴𝐶
=

√24

√31
 . 

Из прямоугольного треугольника 𝐴𝑆1𝑀,∠𝑆1 = 900: 

𝑠𝑖𝑛𝑀𝐴𝑆1 =
𝑀𝑆1

𝐴𝑀
;   𝑐𝑜𝑠 𝑀𝐴𝑆1 =

𝐴𝑆1

𝐴𝑀
 => 

𝑀𝑆1 = 𝐴𝑀 ∙ 𝑠𝑖𝑛 𝑀𝐴𝑆1 ; 𝐴𝑆1 = 𝐴𝑀 ∙ 𝑐𝑜𝑠 𝑀𝐴𝑆1 

Так как, 𝑠𝑖𝑛 𝐾𝐴𝐶 = 𝑠𝑖𝑛𝑀𝐴𝑆1 и 𝑐𝑜𝑠 𝐾𝐴𝐶 = 𝑐𝑜𝑠𝑀𝐴𝑆1, то 

𝑀𝑆1 =
11

√6
∙

√7

√31
; 𝐴𝑆1 =

11

√6
∙
√24

√31
=

22

√31
 . 

Следовательно, 𝑺 (
𝟏𝟏√𝟕

√𝟑𝟏∙√𝟔
;

𝟐𝟐

√𝟑𝟏
; √

𝟒𝟕

𝟔
) 

а) Вычислим координаты векторов 𝑆𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ и 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ , вычислим значение косинуса угла между 

этими векторами. 

𝑆𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ {−
11√7

√31∙√6
; −

22

√31
; −√

47

6
}, 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ {−

4√42

√31
;

14

√31
; 0}. 

cos(𝑆𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗, 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗) =

−
11√7

√31 ∙ √6
∙ (−

4√42

√31
) + (−

22

√31
) ∙

14

√31
+ 0

√121 ∙ 7
31 ∙ 6

+
484
31

+
47
6

∙ √
16 ∙ 42

31
+

196
31

+ 0

= 

 

=

11 ∙ 7 ∙ 4
31

−
11 ∙ 2 ∙ 14

31

√121 ∙ 7
31 ∙ 6

+
484
31

+
47
6

∙ √
16 ∙ 42

31
+

196
31

+ 0

= 0  =>  

𝑆𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ ⏊ 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗, т.е. прямая SA перпендикулярна прямой BC. w
w

w
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б) Составим уравнение плоскости 𝐵𝑆𝐶: 

|

|

𝑥 𝑦 − √31 𝑧

4√42

√31
−

14

√31
0

11√7

√31√6
−

9

√31

√47

√6

|

|
= −

14√47

√31 ∙ √6
𝑥 −

4√7 ∙ √47

√31
𝑦 −

2√7

√6
𝑧 + 4√7 ∙ √47. 

Запишем координаты вектора 𝑛⃗  – вектора нормали к плоскости 𝐵𝑆𝐶: 

𝑛⃗ {−
14√47

√31 ∙ √6
;−

4√7 ∙ √47

√31
;−

2√7

√6
} ; 𝑆𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ {−

11√7

√31 ∙ √6
;−

22

√31
;−√

47

6
} 

|𝑛⃗ | = √
142 ∙ 47

31 ∙ 6
+

42 ∙ 7 ∙ 47

31
+

4 ∙ 7

6
= 4√14 

|𝑆𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗| = √
112 ∙ 7

31 ∙ 6
+

112 ∙ 4 ∙ 6

31 ∙ 6
+

47

6
= 2√7 

𝑛⃗ ∙ 𝑆𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ =
14√47

√31 ∙ √6
∙

11√7

√31 ∙ √6
+

4√7 ∙ √47

√31
∙

22

√31
+

2√7

√6
∙ √

47

6
= 4√7 ∙ 47 

Вычислим синус угла между вектором 𝑛⃗ − вектором нормали к плоскости 𝐵𝑆𝐶 и вектором 

𝑆𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗: 

𝑠𝑖𝑛(𝑛⃗ , 𝑆𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗) =
𝑛⃗ ∙ 𝑆𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗

|𝑛⃗ | ∙ |𝑆𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗|
=

4√7 ∙ 47

4√14 ∙ 2√7
=

√47

2√14
= √

47

56
 ; 

cos(𝑛⃗ , 𝑆𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗) =
3√14

28
−из основного тригонометрического тождества. 

Следовательно, угол между прямой SA и плоскостью BSC равен 𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛√
47

56
   

(или 𝑎𝑟𝑐𝑐𝑜𝑠
3√14

28
) 

 

Ответ. б) 𝒂𝒓𝒄𝒔𝒊𝒏√
𝟒𝟕

𝟓𝟔
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